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806. Lineare Abhangigkeit

Definition:

Den Ausdruck k1~§1+x2 -£+...+kn -aT] (mit A1; A2;..., An € IR) nennt man Linearkombination

der Vektoren ai; g; |

n

Beispiel:
Gegeben sind die Vektoren a und b Der Vektor ¢ lasst sich als Linearkombination
5i -2a c der Vektoren a und b schreiben:
b ¢ =-2a + 2b
2b
Definition:

—_—

Gegeben sind n Vektoren aj; aj;...;an . Lasst sich mindestens einer von ihnen als

Linearkombination der anderen darstellen, so nennt man die Vektoren aj; i;...;i linear
abhangig, ansonsten linear unabhangig.

Beispiele:
a) 2 Vektoren a und b:

» Zur Uberprufung verwendet man die Beziehung a = b
Erhalt man in jeder Zeile denselben Wert, so sind die Vektoren linear abhangig, erhalt
man in mindestens 2 Zeilen verschiedene Werte oder in einer Zeile eine falsche Aussage
(z.B. 1 =0), so sind die Vektoren linear unabhangig.

1 -2 1 -2\=>A=-0,5
geg.: a=|2|:b=|-4 Lésung: | 2 |=A| =4 |=>1=-0,5 also: a; b lin. abhangig
3 —6 3 —6 )=>A=-0,5
1 -2 1 -2\=>A=-0,5
geg.. a=|2|;b=| 2 | Lésung:|2|=A| 2 |= A=1 also: a; b lin. unabhéngig
3 0 )=>3=0 (f)

» Zwei linear abhéngige Vektoren besitzen dieselbe Richtung (sie sind parallel bzw.
kollinear)

» Die Reprasentanten zweier (auch unabhangiger) Vektoren kann man immer in eine Ebene
legen (die beiden Vektoren sind stets komplanar)

b) 3 Vektoren 5, b und c:

» Zur Uberprufung verwendet man die Beziehung a =ib + pc
Man erhalt ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und den zwei Unbekannten A
und p. Hierzu 16st man zwei Gleichungen und muss die beiden Unbekannten in die 3.
Gleichung einsetzen.
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® Entsteht beim Einsetzen eine wahre Aussage (z.B. 0 = 0), so lasst sich der Vektor a
durch Linearkombination der beiden anderen Vektoren darstellen, die 3 Vektoren sind
also linear abhangig.

@ Entsteht beim Einsetzen eine falsche Aussage (z.B. 1 = 0), so lasst sich der Vektor a
nicht durch Linearkombination der beiden anderen Vektoren darstellen.
Um folgern zu kdnnen, dass die drei Vektoren linear unabhéngig sind, misste man

noch untersuchen, ob sich b als Linearkombination von a und ¢ darstellen lasst. Bei

drei Vektoren reicht es aber auch, festzustellen, dass die beiden Vektoren b und ¢
linear unabhangig sind.

1 1 5
e geg. a=|2 “b=[2|; c=[10
3 0 6

1 1 5) (I) 1=A+5u
Losung: | 2 [=A| 2 |+p|[10| (II)2=2A+10pn
3 0 6 ) (lI) 3=6u
Am einfachsten sind die Gleichungen (I) und (1) zu l6sen. (Hier Einsetzverfahren

verwenden)
Aus () folgt: n=0,5
win (1) 1=A+25 =>)1=-15
Nun muss man in die verbleibende Gleichung (Il) beide Werte einsetzen:
A, win (1) 2=2(-1,5) + 10-0,5
2=-3+5
2=2(w)

Damit ergibt sich: Die beiden Vektoren sind linear abhangig.

1 1 0
e geg: a=|2]:b=|2];c=|1
3 0 6
1 1 0y () 1=x
Losung: | 2 |=A| 2 |+l 1| () 2=2A+p
3 0 6) (M) 3=6p =u=0,5
Hier stehen die Losungen fir die Parameter schon da. Also muss man nur noch in die
verbleibende Gleichung (Il) beide Werte einsetzen:
A, pin (1) 2=21+05
2=25(f) => Damit ergibt sich: @ Iassj sich nicht als
Linearkombination von b und ¢ darstellen.
Die Vektoren von b und é sindﬁallerdings linear unabhangig, was sich aus der ersten
Zeile des Gleichungssystems b = A¢ ergibt (1 = O);
Damit ergibt sich insgesamt: Die drei Vektoren d, b und ¢ sind linear unabhéangig.

Weitere Eigenschaften:

» Die Reprasentanten von drei linear abhangigen Vektoren kann man immer in eine Ebene
legen (drei linear abhangige Vektoren sind stets komplanar)

» In der Ebene gibt es maximal 2 linear unabhangige Vektoren (,2-dimensional®)

» Im Raum gibt es maximal 3 linear unabhangige Vektoren (,3-dimensional)
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