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812. Anwendungen der Integralrechnung

1. Flachenberechnung

Um den Flacheninhalt A zwischen dem
Graphen einer Funktion f und der x-Achse zu /\

b
berechnen, muss das Integral _[|f(x)|d><
a

v

berechnet werden.

Einfacher: Von Nullstelle zu Nullstelle integrieren™:

@ Nullstellen im Intervall [a; b] berechnen (x1, xz,.... Xa)

E Iz b
@ Integration: A =| _[f(x:}dx | _[f(l’i:}dx |+..+] _[f(x}dxl

Beispiel:
Bestimme den Inhalt A der Flache, die vom Graphen der Funktion f(x) = 2x3 — 4x2, der x-
Achse und den Geraden mit den Gleichungen x = -2 und x = 1 eingeschlossen wird.

LGsung: A
Ofx)=0
2x3 —4x2=0
X3(2x—-4)=0 >

X1=0 |
(X2 = 2 nicht im Intervall)
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@A =|[(@c-axd)dx |+| [@x-axd)dx|= | -2 |,
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2. Flache zwischen 2 Funktionsgraphen

+

_ 0_[(—2)4 _ 4(—2)3J
2 3
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Um die Flache zwischen den
Graphen zweier Funktionen f und g
zu bestimmen, muss man den

Betrag der Differenz der beiden
Funktionen integrieren.

Also:

+ +._..+

b
A = [[Fe)—g@ldx =

[y —g(x)ax

[Feo-golax

b
[k (x)—g(x)]dx‘

© H. Drothler 2025 www.drothler.net

v


http://www.drothler.net/

Analysis Oberstufe Seite 28

Beispiel:

Bestimme das von den Graphen der Funktionen
f(x) = x2 + 3x + sinxund g(X) = —x2 =2x + sinx
eingeschlossene Flachenstuick..

LGsung:
@® Bestimme die Differenzfunktion d(x) = f(x) — g(x) (evtl. groézere Werte minus kleinere)

d(x) = -x2 - 2x +sinx - (X2 + 3x + sinx) = -2x2 -5x

@ Bestimme die Schnittstellen der Graphen (Nullstellen von d)

d(x) =0

-2x2—-5x =0
X(=2x-5) =0

X1 =-2,5 X2=0

@ Bestimme die Flache durch Integration der Differenzfunktion

- T Cae—simo| -2x-5xe| —o-[-2(asp_5asp]-52
A-_ZL( 2X 5x)dx_[ 3x ZXL,s_O[ (-2,5) (25)} 4

3. Lokale Anderungsrate und Gesamtanderung

Ist der Verlauf der lokalen/momentanen Anderungsrate einer GréRe gegeben, so kann man
die MalRzahl der Gesamtanderung der Gr6R3e in einem Intervall als Maf3zahl des
Flacheninhalts zwischen Graph und x-Achse deuten und so durch Integration ermitteln.

Beispiele
b
f beschreibt If(x)dx beschreibt
momentane Verdunstungsrate von Wasser die im Zeitintervall [a;b] verdunstete Wassermenge
(z.B. in ml/h — Milliliter pro Stunde) (z.B.in ml)
Besucherrate am Einlass zu einem Konzert die im Zeitintervall [a;b] eingelassenen Besucher

(z.B. in 1/min, d.h. Besucher pro min)

Geschwindigkeit (momentane Anderungsrate des Wegs) den im Zeitintervall [a;b] zuriickgelegten Weg
(z.B. in m/s) (z.B.inm)

Kraft, die langs eines Weges wirkt die auf dem Wegintervall [a;b] verrichtete Arbeit
(z.B.in N) (z.B.in Nm =)

4. Uneigentliche Integrale

Entsteht bei der Integration ein ins Unendliche reichender Flacheninhalt (d.h. eine der
Integrationsgrenzen strebt an den Rand des Definitionsbereichs), so berechnet man diesen
Uber einen Grenzwert und nennt den Grenzwert uneigentliches Integral.

Beisgiele fur uneigentliche Integrale:
a
lim —dx D =1]0; +oof Iimj(Z—M)dx, D =11, +oof
a—ao 3 X

zaO /
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5. Volumenberechnung von Rotationskérpern
A

In den Korper werden n (Zylinder-) Scheiben einbeschrieben, deren Dicke Ax = ? ist.

1. Zylinder: Grundflache liegt bei x1 = a, Deckflache bei x2 =a + 1-Ax
2. Zylinder: Grundflache liegt bei x1 = a + 1-Ax, Deckflache bei x2 = a + 2-Ax
3. Zylinder: Grundflache liegt bei x1 = a + 2-Ax, Deckflache bei x2 = a + 3-Ax

i-ter Zylinder: Grundflache liegt bei x1 = a + (i-1)-Ax, Deckflache bei x2 = a + i-AX
Der Radius der Zylinder ist der Funktionswert an der Deckflache, also ri = f(a + i-Ax)
Fur die Grundflache Gi gilt also: Gi = -ri2 = n-[ f(a + i-AX)]?

und fur das Volumen Vi gilt: Vi =Gi-h = Gi:Ax =2n-[ f(a + i-AX)]? - AX

Damit ergibt sich fir das zu berechnende Gesamtvolumen V der Grenzwert:
lim Y™, V; = lim ¥, 2n[f(a + iAX)]? Ax = nlim X7 [ f(a + iAX)]? Ax

n—-oo n—-oo n—oo

Dieser Grenzwert ist ein Integral. Also gilt:

Rotiert ein Flachenstick um die x —Achse, das vom Graphen einer Funktion f und von
den Geraden x = a sowie X = b begrenzt wird, so erhalt man das Volumen des Ro-
tationskorpers durch

b
V= x[[f(x)]dx

a

Beispiel Halbkreis mit Mittelpunkt (0/0); Radius a — Rotationskorper ist eine Kugel

A
a2 = y2 + x2 (Pythagoras)
y2 - a2 - X2

-a y \a

also: f(x) = Va2 — x2 X >

31—a

a a ]
Vkugel = TC_[ [f (X)]Z dX:nIVaZ_XZZdX :ﬂf_aa(az —x¥dx=m [azx—x—] a _
a -a

R
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