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802. Grenzwertberechnung

1. Konvergenz und Divergenz

Definition:

Gegeben ist eine Funktion f mit rechtsseitig unbeschranktem
Definitionsbereich*.

Wenn der Differenzbetrag |f(x) — a| (Unterschied zwischen
Funktionswert und der Zahl a) jede noch so kleine Zahl € > 0
unterschreitet, sagt man:

» f hat flir x - + o den Grenzwert a, (der Grenzwert existiert und
betragt a), bzw.

» f konvergiert fiir x — + oo gegen den Grenzwert a,

Man schreibt: liT f(x) =a,Limes x gegen + « von f(x)*
X— 400

bzw. lirf lf(x)—al =0
x>+

*2.B.D =[-4; +o[ oder D =IR*

Analog definiert man lim f(x)
X——o

Eine Funktion, die nicht konvergiert, nennt man divergent.

Bestimmte Divergenz: Funktionswerte werden betragsmafig
immer gréRer, man schreibt
lim f(x) = 400 bzw. li?ll f(x) = —
x>+

X0

Unbestimmte Divergenz Man kann nicht bestimmen, ob die Werte
immer gré3er werden
Beispiel: f(x) = sinx
(schwankt zwischen —1 und 1)

Beispiel:
Gegeben st f: x — ﬁ + 4.
a) Bestimme lirf f()

X—>+e0

b) Fur welche (positiven) x-Werte ist der Unterschied zwischen den Funktionswerten und dem

Grenzwert kleiner als 0,0017?

Losung: a) lirf f(x) = 4 (waagrechte Asymptote einer gebrochen-rationalen Funktion)
X+

b) |f(x) — 4| < 0,001
|—— +4 — 4| < 0,001

X — 26
2
|x—26

| < 0,001 Da x grof3 ist, ist der Nenner positiv und der Bruch auch.

Also kann man die Betragsstriche weglassen.

2
~—< 0,001 | (x-26)

2 < 0,001-(x — 26) |:0,001
2000 < X — 26

2026 < X

X > 2026

Fur alle x-Werte groRRer als 2026 ist der Unterschied kleiner als 0,001
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2. Rechenregeln
Wenn die Grenzwerte limf(x) und limg(x) existieren, dann gilt:
X X

® limlf () £ g(0] = limf (x) * limg(x)
@ limlf () - 9(0)] = limf () limg(x)

[f@] _ m ) ,
® lim [£5] = tim gy VENN fim g(x) 0

@ Aus f(x) > « fiir x — oo folgt: lim— = 0
x—e0 f(X)

Wichtige Grenzwerte:

lim —=0 lim —=0mit n>0undaclIR.
X—>+0 X X—>—0 X
TRICK

Zur Bestimmung von Grenzwerten kann man fir x (je nach Aufgabe) +« oder —, d.h. eine
sehr grol3e Zahl, einsetzen und dabei folgende verbotene Rechnungen im Kopf ausfihren:

%:0 (a;ﬁO) 0000 = 00 o0 + o0 = +oo
a™ =+ (a>1) b**=0 (0<b<1) a0 = oo (@a>0)
a”=0 (a>1) =40 (0<b<1) l0ga(+0) = +0 (a > 0)

Weitere Rechnungen wie o0:0 oder «o — o oder 0-o funktionieren nicht.

Beispiele:
lim 123 = 123

X+

lim(5*+7)=0+7=7

X+

5
lim <—+3)=0+3=3

X—=+° \X

tim (2278 i (22 - 8 ) _im (234 2)=042=2
X—>+00 —4X X—>+00 —4X —4X X—>-+00! X

Trick bei Brichen: Dividiere Zahler und Nenner durch die héchste im Nenner vorkommende
Potenz von x:

12-8 12 8x 12 8 0—0

. —oxX \ _ . X2 x2 |\ _ . x2 x|\ _0-0

xl—l>T=°<—4x2—3x)_x—l>T°° —4x?_ 3x _xl_lﬁlm —4—§ _—4—0_0
x2 x2 x
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