Stochastik Oberstufe Seite 17

§07 Normalverteilung

1. GaufRsche Glockenfunktion

Die Funktionen der Schar
(x—p)?
Do X a\/lﬁe_ 2s> mit X € IR und den Parametern pund o

heiRen Gaull3’sche Glockenfunktionen.

Mit o = 1 und p = 0 ergibt sich folgende Gaul¥’'sche Glockenfunktion:

1 X
P:x > —e 2 xelR

e

Eigenschaften:

® Vorzeichen: Puo (x) >0
@ Symmetrie: Der Graph von ¢, ; ist achsensymmetrisch zur Gerade x = .
) _(x=p)?
® Grenzwerte: Ppo: X xl_l)rinw st = 0
@ Extrempunkt: Der Punkt H (u| %m) ist einziger Hochpunkt des Graphen von ¢, ,
1
® Wendepunkte: Die beiden Wendepunkte haben die Koordinaten (u + 0| = 127[ eE)

® Integralfunktion®: Die Integralfunktion @, x + f_xoo @,,0(t)dt hat folgende Eigenschaften:
o [T ous (dx =1
e Der Graph von @ ist streng monoton zunehmend und

o Er hat den Wendepunkt W(u|0,5).

e Zu diesem Punkt ist der Graph auch punktsymmetrisch.

* Das Integral kann nicht gelést werden, sondern wird durch Naherungsverfahren angegeben (Taschenrechner/Tafelwerk)

Graphen von @,

c=1,u=0
c=1,u=1;
7/2:”’1’% 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
c=2;u=1,
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a=0-,2;p='1;' - -a=0,5;p=1;

2. Normalverteilung

o Eine ZufallsgréRe X heil’t normalverteilt (oder N, .—verteilt) mit den Parametern p
(Erwartungswert) und o (Standardabweichung), wenn ihre Dichtefunktion eine Gauld’sche
Glockenfunktion ¢, ist.

¢ Die Integralfunktion
R f_xoo Po()dt = P(X < x)
ist dabei die kumulative Verteilungsfunktion der ZufallsgréRRe X.

o Eine Zufallsgrofie X heildt standardnormalverteilt, wenn dabei gilt: ¢ =1 und u=0

Die Wahrscheinlichkeit daflir, dass X Werte aus dem Intervall [r; s] annimmt, berechnet man
also so:

Pr<sX<s)= [7@,,(0)dx = ®,,(s) — D, (1),

wobei die Werte &, ;(s) und @, ,(r) aus der Tabelle abgelesen oder der Integralwert mit dem
Taschenrechner ermittelt werden kann.

Hilfen fur den Taschenrechner:
(Dabei muss man sich daran erinnern, dass stets gilt: P(X < p) =®, (1) =0,5)

eFallsa>y, gilt: P(X<a)=P(X< p)+P(<s X< a)=05+P(u< X< a)
eFallsa<y,git: PX<a)=P(X< p)—P@as X< y)=05-P@as X< )
eP(X>a)=1-P(X<a)

eP(X=2a)=0

eP(X<a)= P(X<a)

© H. Drothler 2025 www.drothler.net


http://www.drothler.net/

Stochastik Oberstufe Seite 19

3. Die Sigma-Regeln

Vermutung:

Berechnet man bei einer Nago2o-verteilten ZufallsgroRe die Wahrscheinlichkeit, dass X vom
Erwartungswert hochstens ¢ abweicht, also P(u — ¢ < X < y + g), bzw. in anderer Schreib-
weise: P(]X — y| £ 0), so erhalt man:

P(180 = X = 220) = P(]X - 200| = 20) = 0,683

Halbiert man o (also o = 10), ergibt sich ebenfalls

P(190 = X =210) = P(]X-200]| = 10) = 0,683

Dies legt den Schluss nahe, dass unabhangig von u und o gilt:
PlU—o<Xspu+og)=P(X-py|<0)=0,683

Beweis:

Die Wahrscheinlichkeit P(u — o < X < y + o) entspricht dem Inhalt der FI&che zwischen x-Achse
und Graph der Dichtefunktion ¢, ;.

a) Unabhangigkeit von u:

Da ein veranderter Wert von y den Funktionsgraphen nur verschiebt, aber den Flacheninhalt
nicht verandert, ist die Wahrscheinlichkeit P(|X — y| < o) unabhangig vom Parameter p.

b) Unabhangigkeit von o:
Vergleicht man fir den festen Wert y = 0 die Graphen der Dichtefunktionen fiir ¢ = 1 und
einem beliebigen Wert fiir g, so gilt fur die Terme:

N B B Ok
Po1(x) = =€ T 5n¢€ ?

1 X LE 11 ()
Poo(X) = Tz 7 = ume P S me

Der Graph von ¢, ;geht aus dem Graphen von ¢, ; hervor durch:
@ Streckung in y-Richtung um den Faktor% (vor dem Funktionsterm steht i)

@ Streckung in x-Richtung um den Faktor o (x wird mit % multipliziert)

Da die die Flache durch die Summe der einbeschriebenen Rechtecksflachen berechnet wird
(Untersumme), sich aber die Rechtecksflachen bei diesen Streckungen nicht verandern, ist
die gesuchte Wahrscheinlichkeit unabhangig von o. Dies qilt auch fir beliebige Viel-
fache k- 6 von o.

(Ein Rechteck, dass in x-Richtung um o gestreckt wird, hat die Breite b- 0. Die H6he des Rechtecks wurde um i

gestreckt, betragt also ih. Der Flacheninhalt ist damit A = b- aé-h =hb)

Regel:

Fir eine N, -verteilte Zufallsgréie X ist die Wahrscheinlichkeit P(u — k-0 < X<y + ko)
unabhangig von p und ¢ und es gilt:

Firk=1: P(u—o <X<p+o) =0,683
Firk=2: P(U—20<X<p+20) =0,954
Firk=3: P(u—30<X<p+30) =0,997

Umgekehrt; Fur welches Intervall (oder welches k) ist die Wahrscheinlichkeit, dass X um
hoéchstens k- ¢ vom Erwartungswert abweicht 90%, 95% oder 99%?

0,90=P(u—1,640 <X<p+1640) (alsok=1,64)
0,95=P(u—1,960c <Xsu+1960)  (alsok=1,96)
0,99 =P(u—-2,580 <Xs<p+2580)  (alsok=2,58)
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