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Grundlegende Begriffe

1. Zufallsexperiment

Ein Zufallsexperiment ist ein Vorgang, der

— unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar ist,
— dessen Ergebnis eines von mehreren Ausgangen,

— aber nicht vorhersehbar ist.

Beispiele

® Miunzwurf (Ausgénge: Zahl; Kopf)

@ Roulette (0; 1; 2;...;36)

® Wirfeln (Ausgange: 1; 2; 3; 4, 5; 6)

@ Zweimaliges Wirfeln (Ausgange: (1;1); (1,2); (1;3);... (2;1);...; (6;6))

2. Ergebnis und Ereignis

Definitionen

Eine Menge Q = {w1; m2; ... on} heilBt Ergebnismenge eines Zufallsexperiments, wenn jedem
Versuchsausgang hdchstens ein Element aus Q zugeordnet ist.

Die Elemente w1; o2; ... on heiBen Ergebnisse des Zufallsexperiments.

Die Anzahl der Elemente von Q heifl3t Machtigkeit von £ und wird mit |Q2| bezeichnet.

Beispiele:

® Minzwurf: Q={Z; K} 2] =2
@ Roulette: Q={0; 1; 2;...;36} | =37
® Wiirfeln: Q={1;2; 3; 4, 5, 6} | =6

@ Zweimaliges Wirfeln: Q={(1;1); (1;2); (1;3);... (2;2);...; (6;6)} |2 =36

Definition
Jede Teilmenge A einer Ergebnismenge Q heil3t Ereignis.
Die Menge aller Ereignisse heifl3t Ereignismenge o (Q).

Stellt sich ein Versuchsergebnis ein, das in A enthalten ist, so sagt man: ,Das Ereignis A tritt ein.”
Die Teilmenge Q heif3t auch sicheres Ereignis und die leere Menge & heil3t unmdgliches
Ereignis. Ein Ereignis {wi} mit nur einem Element heil3t Elementarereignis.

Oft wird ein Ereignis auch durch Worte beschrieben.

Beispiele
O, Munzwurf:
A ={K} A: ,Es fallt Kopf* Al =1
B ={K; Z} B: ,Es fallt Kopf oder Zahl* B| =2
@  Roulette:
A={1;2;..12} A: Es fallt eine Zahl aus dem 1. Dutzend®; |A] =12
B ={13} B:,Es fallt die 13% B| =1
®/® Wirfeln:
A ={1,;3;5} A:,Es fallt eine ungerade Zahl.” Al =3
B ={(1;2);(2;,1)} B:,Die Augensumme betragt 3. B| =2
C ={(5;6);(6;5) ;(6;6)} C:,Die Augensumme betragt mindestens 11.% IC| =3
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3. Wahrscheinlichkeitsmal und —verteilung (axiomatisch)

Definition:

Eine Funktion P: A > P(A) mit A € o(Q) und P(A) € IR heil3t Wahrscheinlichkeits-
malf3, wenn sie folgende Eigenschaften (Axiome von Kolmogorow) erfullt:

1. Fir ein beliebiges Ereignis gilt: P(A) >0 (Nichtnegativitat)

2. Fur das sichere Ereignis gilt: P(Q) =1 (Normiertheit)

3. Fur zwei unvereinbare Ereignisse A und B gilt: P(AuB) = P(A) + P(B)

Man nennt diese Zahl P(A) ,Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A“.

Definition:

Sei {A1, A2;...Am} eine Zerlegung von Q (d.h. Q = A1 U A2 U ... U Am mit unvereinbaren
Ereignissen A1, Az;...Am).

Die Funktion P: A —» P(A) miti=1; 2; ... ; m heildst Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Zerlegung.

Beispiele: Werfen eines Laplace-Wirfels (idealer W.) Werfen einer L-Minze:
® 1 |2 |3 |4 |5 |6 ® K z
P{w}) |1/6 |1/6 |1/6 |1/6 |1/6 |1/6 P{w}) |2 Ya
Glucksrad

® G (grun) B (blau) R (Rot)

P({o}) %) Ya Ya

4. Klassischer Wahrscheinlichkeitsbegriff

Definition:
Ein stochastisches Experiment heil3t Laplace-Experiment, wenn alle
Elementarereignisse die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen.

Fur Laplace-Experimente gilt:

A
2

P(A) = Anzahl der fir A glnstigen Ergebnisse

P(A) = =
() Anzahl der mdglichen gleichwahrscheinlichen Ergebnisse

Eigenschaften fir Wahrscheinlichkeiten:

O0<PA)<1

@ a) P(A) = ZP({o}) (neA)

Damit folgt fir unvereinbare Ereignisse A1, Az,...,An :
@.b) P(A1U A2 U ... U An) = P(A1)+P(A2)+...P(An) (weA)
OP@)=0 @PQ)=1 OPA)=1-P(A)

® P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)
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Verfahren und Berechnungen

4. Baumdiagramme und bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel:

In einer Urne befinden sich 10 Kugeln, von denen 8 schwarz und 2 weif3 sind. Wird
eine schwarze Kugel gezogen, so wird diese und eine zusatzliche schwarze Kugel der
Urne entnommen, wird eine weil3e Kugel gezogen, so wird diese und eine zusatzliche
weil3e Kugel in die Urne gelegt. Bestimme die Wahrscheinlichkeiten der
Elementarereignisse beim 2maligen Ziehen.

L6sung mit Baumdiagramm

Allgemein Ldsung fur das Beispiel
/PA(B)/ B P(ARB) 1. Zug 2.Zug
A 5 s 8 5 _6o%
P/ P
Pa(B) B P(AB)
S
P (B) B P(ANB) \
\ A 8 2 w 8 2_ 20% @
P(A) 10 8 10 8
A\ 2 8 g 2.8_8
— - _— =10 11 10 11 55
P.(B) B P(AnB)
w
S~ w 23_3
11 10 11 55

Pa(B) heil3t (bedingte) Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A
P(ANB)

B h . P, (B) =
erechnung: P, (B) PA)

Sie sagt aus, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Ereignis B eintritt, wenn zuvor A
eingetreten ist.

Im Beispiel: Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass im 2. Zug eine schwarze
Kugel gezogen wird, wenn im 1. Zug bereits eine schwarze gezogen wurde.

Dabei gelten folgende Regelin:

1. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten auf Asten, die von einem
Verzweigungspunkt ausgehen, ist stets 1. z.B.:
P(A) + P(B) =1 oder Pa(B) + Pa(A) =1

2. Die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses in einem mehrstufigen
Zufallsexperiment ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten auf dem Pfad,
der zu diesem Elementarereignis fuhrt.

3. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich die Summe der
Wahrscheinlichkeit der Pfade, die zu diesem Ereignis fuhren.
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Beispiel: P(,Genau 1 weil’e Kugel®) = =

+ —_
55
Fir das Beispiel ergibt sich folgende Verteilung:

8

_ % (Markierte Pfade @ )

w

(ss)

(sw)

(ws)

(ww)

P{w})

60%

20%

8
55

3
55

Berechnungen mit der bedingten Wahrscheinlichkeit
Gegeben sind die Bedingung A mit der zugehdrigen Wahrscheinlichkeit und die

bedingten Wahrscheinlichkeiten von B unter der Bedingung A bzw. A, gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit von B.

Beispiel 1:

10% der Schuler unserer Schule sind mannlich. 30% der Jungen und 60% der
Médchen spielen ein Instrument. Wie viel Prozent aller Schiler spielt ein Instrument.

/.%
\o

Man muss die Wahrscheinlichkeiten, die zum Ereignis B fuhren (blaue Pfeile),
addieren.

LOsung:

Also: 10%-30% + 90%-60% = 0,1.0,3 + 0,9-0,6 = 0,57 = 57%

Beispiel 2:
Wie grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass ein Instrumentspieler mannlich ist?
Wir wissen: P;(A) = PANB)
P(B)
0f - 0, .
Also: Py (A) = 10%-30% _0.1-0.3 =5,56%
54% 0,54

Man dividiert das Ergebnis des Pfads P(A » B) (Roter Pfeil) durch P(B) (Summe von
Wahrscheinlichkeiten — Beispiel 1, blaue Pfeile)
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5. Vierfeldertafel und Unabhangigkeit

Die Eigenschaften kommen bei der Vierfeldertafel zur Anwendung:

A A
B P(A N B) P(AN B) P(B)
B P(A N B) P(A NB) P(B)
P(A) P(A) 1

Beispiel Vierfeldertafel

100 Studenten, unter denen sich 20 Raucher befinden, haben an einer Prifung
teilgenommen.

Folgende Ereignisse werden definiert:

R: ,Der Student ist Raucher”

B: ,Der Student hat die Prufung bestanden.”

Fulle fur folgende Félle eine Viefeldertafel aus:

a) 2 Raucher und 70 Nichtraucher haben |b) 10 Raucher und 40 Nichtraucher
die Prifung bestanden haben die Prifung bestanden
Vierfeldertafel: Vierfeldertafel:

R R R R
B 2% | 70% | 72% B| 10% | 40%
B 18% | 10% | 28% Bl 10% | 40% | 50%
20% | 80% | 100 % 20% | 80% | 100 %

Die Ereignisse R und B sind offenbar Die Ereignisse R und B sind offenbar

abhangig. unabhangig.

Hier gilt:

P(BNR) # P(B) =>P(BNR) = P(B)-P(R) |Hier gilt:

P(R) 1 P(BAR) = =>P(BNR) = P(B)-P(R)
P(R) 1
Pr(B) = P(B) Pr(B) = P(B)
Definition

Zwei Ereignisse A und B heil3en stochastisch unabhangig, wenn fur sie die
Produktregel P(A)-P(B) = P(AnB) qilt,

anders ausgedrtickt, wenn fur die bedingte Wahrscheinlichkeit gilt: Pa(B) = P(B)
Andernfalls hei3en die Ereignisse stochastisch abhangig.

Es qilt dabei auch:

A und B unabhangig <A und Bunabhangige A und B unabhangige A und B
unabhéangig
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Beispiel Untersuchung auf Unabhangigkeit:

Sind die Ereignisse

A: ,Beim Wirfeln fallt eine gerade Augenzahl“ und
B: ,Es fallt eine Primzahl®

stochastisch unabhangig?

LOsung:
Q={1:2:3:4:5:6) A={2:4:6} B={2:3;5} ANB={2)
PA) =% P@B)=% P(A"B)= %
_1
P(AnB) = A

P(A) P(B) = %Y = V4
Also: P(AnB) = P(A)-P(B) = A und B sind stochastisch abhangig.

Beispiel Vierfeldertafel fir unabhangige Ereignisse:

Gegeben sind die unabhangigen Ereignisse A und B mit P(A) = 20% und P(AnB) =
10%.

Fulle eine vollstandige Vierfeldertafel aus

A A
P(ANB) = P(A)-P(B
B 10% | a0% | so% I)D(Ar(\l?z) Cos 1
P(B) = == =>=50%
B| 10% 40% | 50% P(A)  20% 2
20% 80% | 100%
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